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Resumen

El método de caracteristicas (MC) es un algoritmo util y eficaz para la modelaciéon del flujo transitorio en
todos los tipos de sistemas, constituyendo una herramienta atractiva dado su nivel de precision numérica
y estabilidad. Sin embargo, surge un problema cuando es necesario discretizar la red para cumplir con
Courant en todas las tuberias, una situacidn que puede ser critica cuando la red tiene uno o mas tramos de
longitud relativamente corta donde puede ser imposible cumplir con Courant, reduciendo el tamafio del
paso de tiempo con riesgo de ralentizar el tiempo de ejecucion del algoritmo de golpe de ariete. Esta
situacion puede volverse critica cuando la red tiene uno o mas conductos de longitud relativamente corta,
donde puede ser imposible cumplir con Courant. Es posible resolver este problema utilizando métodos
numeéricos que funcionan con discretizaciones no uniformes y flexibles, esto junto con expresiones
matematicas que permiten abordar de manera eficiente el problema de las tuberias excesivamente cortas,
lo que permite calcular las variables de estado transitorias sin la necesidad de cumplir con Courant. Se
concluye que las metodologias con discretizacién no uniforme y flexible son faciles de programar y
permiten evitar el efecto de Courant, permitiendo obtener resultados comparables al resultado exacto sin
incurrir en un gasto significativo de recursos computacionales (memoria y tiempo de ejecucién)

Abstract

Method of characteristics (MOC) is a useful and effective algorithm for transient flow modelling in all types
of systems, constituting an attractive tool given its level of numerical accuracy and stability. However, a
problem arises when it is necessary to discretize the network in order to comply with Courant in all
pipelines, a situation that can become critical when the network has one or more pipes of relative short
length that can reduce the size of the computational time step, with the risk of slowing down the execution
time of the water hammer algorithm. This situation can become critical when the network has one or more
pipes of relative short length, where it may become impossible to comply with Courant. It is possible to
solve this problem using numerical methods that work with non-uniform and flexible discretizations, this
together with mathematical expressions that allow efficiently address the problem of excessively short
pipes, allow calculating the transitory state variables without the need to comply with Courant. It is
concluded that the methodologies with non-uniform and flexible discretization are easy to program and
allow avoid the Courant effect, which allows obtaining results comparable to the exact result without
incurring a significant expenditure of computational resources (memory and execution time).

Revista Cientifico Tecnoldgica Departamento Ingenieria de Obras Civiles RIOC Vol 9, No 1/2019 ISSN 0719-0514 18



UNIVERSIDAD

DE LA FRONTERA
Departamento de
Ingenieria de Obras Civiles
Facultad de Ingenieria

& Ciencias REVISTA INGENIERIA DE OBRAS CIVILES

1. Introduccion

El método de las caracteristicas (MC) es un algoritmo numérico
ideado para simular y/o analizar los efectos transitorios en un
sistema hidrdulico a presion, el cual puede tener una forma
ramificada, mallada o mixta. En la fase de disefio el MC permite
incorporar al sistema diferentes dispositivos de proteccién de
manera que las oscilaciones de presién generadas por diferentes
maniobras de los elementos del sistema se mantengan dentro de
determinados limites previamente fijados. Por otra parte, en la
fase de verificacién el MC permite visualizar los efectos
transitorios al efectuar maniobras en una instalacién
previamente disefiada. Sin embargo, pese a estas ventajas, el MC
es poco flexible frente al problema de discretizacién que se
presenta cuando se debe resolver el flujo transitorio en redes que
poseen tuberias con menor longitud relativa y/o distinto
material, lo cual le resta versatilidad y mayor campo de
aplicacién. Este punto es comprobado al comparar el desempefio
numeérico del MC con dos algoritmos de solucién con similar nivel
de precision aunque con un menor gasto de recursos
computacionales en ciertos casos.

2. Material y métodos
2.1  Ecuaciones que gobiernan el flujo transitorio

El flujo transitorio en tuberias puede describirse segln (Nerella 'y
Rathnam, 2015):

OH . 8Q
- 2% _ 1
gAp oo +a?o-=0 (1)
OH 0Q f
gAPa—I—E—F—ZDAPQlQl_O (2)

Donde (1) corresponde a la ecuacién de continuidad y (2) a la
ecuacion de conservaciéon del momentum, con g = constante de
gravedad (m/s?), Ap = seccion transversal de la tuberia (m?), H =
cota piezométrica (m), Q = caudal (m3/s), f = factor de friccién de
la tuberia (Darcy, adimensional) y D = didmetro interno de la
tuberia (m). Ademds, a = velocidad de la onda (m/s) =
JK/p/JJ1+K/E-D/e-{, siendo K = médulo de
compresibilidad del fluido (kg/ms?), p = densidad del fluido
(kg/m3), E = mddulo de elasticidad del material componente de
la tuberia (kg/ms?), e = espesor de la pared de la tuberia (m) y ¥
= factor que depende de la condicién de apoyo de la tuberia
(adimensional) (Twyman, 2016b, 2017a, b; Wylie y Streeter,
1978). Las variables x y t denotan espacio y tiempo.
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2.2 Discretizacion de la red

El MC tradicional debe cumplir con la denominada condicién de
Courant (C,) que establece que C, = a - At = (Lp/N) = Ax (m),
con At = paso de tiempo (s), Lp = longitud de la tuberia (m), N =
cantidad de sub-tramos en la que esta dividida la tuberia (=
Lp/Ax) adimensional, y Ax = longitud del sub-tramo (m). Siendo
que la mayoria de los sistemas se componen de tuberias con
diferentes L, y a, se torna imposible satisfacer exactamente C,
en todas las tuberias utilizando un valor comun (y razonable) de
At (Karney y Ghidaoui, 1997), generandose con esto un problema
de discretizacion (Boulos et al., 2005). Existen tres formas
generales de lidiar con este problema: (1) realizar ajustes hasta
conseguir que C, = 1,0, ya sea modificando a en una proporcién
menor o igual a £15% (Wylie y Streeter, 1978; Twyman, 2016a), o
modificando L, hasta un valor de referencia (Wood, 2005); (2)
reemplazar los tramos cortos por elementos de reemplazo (Wylie
y Streeter, 1978); o (3) aplicar esquemas mas precisos que el MC
cuyo desempefio dependa en menor medida de C,, y por ende,
de la discretizacidon adoptada, como por ejemplo (Watt et al.,
1980; Chaudhry, 1982; Salgado et al., 1993a, b; Twyman et al.,
1997; Samani y Khayatzadeh, 2002; Izquierdo et al., 2004a, b;
Wood et al., 2005; Chen et al., 2013): métodos de diferencias
finitas (de tipo explicito o implicito, en primer orden o superior),
métodos de elementos finitos, métodos hibridos o
multidireccionales, método de elementos de borde (o de
contorno), métodos espectrales, pseudo-espectrales o super
espectrales, Método de la Onda, etcétera.

2.3 Meétodo de las caracteristicas (MC)

En este método las ecuaciones (1) y (2), expresadas en forma de
ecuaciones diferenciales parciales de tipo hiperbdlico, son
transformadas en ecuaciones diferenciales ordinarias que
pueden ser expresadas como dos ecuaciones de compatibilidad
denominadas lineas caracteristicas C* y C~ (Figura 1), cuya forma
es la siguiente:

Q}EJrM -0Q, gHngrM —H, f0Q.1Q.

=0 3

Aht a At 2DA2 )

Q}EJrM_QR_gH;t)JrM_HR fQrIQR| —0 (a)
A0 a At 2DAZ

Escogiendo un At tal que los puntos L y R queden cercanos a los
nudos i —1 e i+ 1, respectivamente, es posible aplicar un
procedimiento de interpolacién en orden a calcular los valores de
Q vy H en los puntos L y R, con lo cual se tiene lo siguiente:
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Tiempo ¢
O 0, H conocidos
@ O, H desconocidos ‘
t+At
At
t
Distanciax
Figura 1 Malla del MC.
Q= Qlt + Cr(Qit—1 - Qlt) (5)
Qr = Qlt + Cr(Qit+1 - Qlt) (6)
H,=H}+C.(H., —H) (7)
Hp = Hi + C,(H{yy — Hf) (8)

Con i variando entre los nudos internos i = 2 e i = N.
Reemplazando las ecuaciones anteriores en (3) y (4),
resolviendo el sistema de ecuaciones resultante, se obtiene:

HM [(QL + QR) + ( L~ HR)

—f—(QL|QL| +QR|QR|)]

HE = [—(QL Q) + (H, + Hp)
a fA
" 94, 2D

(10)
L= uloul - QR|QR|)]

Las ecuaciones (9) y (10) son vélidas para calcular las variables de
estado Q52 y HEPAE en los nudos internos de la tuberia. Cuando
C, < 1,0, el MC queda impedido de capturar los frentes de onda
abruptos, entregando una solucién suave o con amortiguaciones
numéricas de tipo artificial (Goldberg y Wylie, 1983), todo lo cual
tiende a modificar la fisica del problema y transformar en forma
significativa las ecuaciones que gobiernan el flujo transitorio
(Ghidaoui y Karney, 1994). Cuando C, = 1,0 el MC entrega un
resultado numéricamente exacto al capturar fielmente los
frentes de onda abruptos, sin suavizarlos ni amortiguarlos
numeérica o artificialmente.
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2.4  Método de diferencias finitas implicito. (MDFI)

El MDFI es usado para resolver el flujo transitorio cuando es
necesario adoptar pasos de tiempo que no estan restringidos por
la condicion de Courant (Arfaie y Anderson, 1991). En el MDFI, las
incognitas H y Q pueden ser expresadas en términos de valores
desconocidos pertenecientes a nudos cercanos dentro de la malla
x —t (Chaudhry, 1982). De esta forma, ecuaciones
representativas del sistema completo pueden ser resueltas
simultdneamente. Tomando en cuenta la Figura 2, puede
suponerse que las condiciones en t son conocidas y se requiere
calcular los valores en el tiempo t+ At. Al reemplazar las
derivadas parciales de las ecuaciones (1) y (2) por aproximaciones
en diferencias finitas y simplificando (Chaudhry, 1982), se obtiene
lo siguiente cuando los factores de ponderacion del MDFI son
igualesa0,5(i=2,.., N —1):

d; QA + d, QR — dyHI™ + dyHET M = —d, (12)
ClQlt+At + ClQl el CzHHM + C3Hlt++1At = —Cy (12)
Donde:

At(Qf + Qfy1) . fALIQf + Q4]

d=1- 13
! 24pAx * 4DAp (13)
At(Qf + Qf,1) | fALIQf + Qfyl
d, =1 14
2 + 2ApAx + 4DAp (14)
gApAt
3= Ax (15)
_ gApAt(Hy, — HY)
4= = (QF + Q)
(16)

! + Qit+1)[Qit+1 - Qlt]

a
- (17)
“ T oAx
t t
20t 4hx
Ap Q(Qlt + Qit+1)
- 9\Q; +Civa) 19
S=oac T anx (19)
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Tiempo ¢
@ O, H desconocidos
t+ At r L 4 ‘
At
I i+1
f ’ ’
Ax

Distancia x

Figura 2 Malla del MDFI.

—gA
Cy = ( P) [Hit+1 + Hlt]

2At g
+7a (@ + Qi) [HEy — Hi] (20)

a* ¢
+ A% [Qiv1 — Qi]

Con: Qf y QF,,, Hf y Hf,; caudales y cotas piezométricas en los
nudos internos i e i+1 en el instante previo t. En las ecuaciones
(11) y (12) existen 4 incognitas (QF Ay QLAY HEFAL y HEFAY) por
lo que se requieren 4 ecuaciones para obtener una solucién Unica.
Hay dos ecuaciones adicionales que corresponden a las secciones
adyacentes i —1 e i + 1. Si el sistema es dividido en N sub-
tramos, entonces habrd N + 1 secciones o puntos. Debido a que
existen dos incognitas por cada seccidon de tuberia (Qf*At y
HEYAYY (i=1, 2,.., N + 1), habra entonces 2 - (N + 1) incégnitas,
para lo cual la solucidn Unica requerird una cantidad acorde de
ecuaciones. De estas, 2N son provistas por las ecuaciones (11) y
(12) para cada sub-tramo, y las restantes dos ecuaciones son
provistas por las condiciones de borde en los extremos de la
tuberia, cuyo tratamiento serd abordado en el siguiente apartado
en el contexto del MC. EI MDFI posee varias ventajas: no requiere
interpolar, es incondicionalmente estable y puede funcionar con
C, # 1,0. Tiene como desventaja su propensién a mostrar
oscilaciones espurias en transitorios muy rapidos y dispersion
numérica en ciertos casos; y ademas, el paso de tiempo no puede
ser incrementado en forma arbitraria porque esto podria afectar
la validez de reemplazar las derivadas parciales por
aproximaciones en diferencias finitas (Chaudhry, 1982).
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2.5 Tratamiento de las condiciones de borde

Karney (1984), Karney y Mclnnis (1992), Salgado et al. (19933, b),
Twyman (2017b) y Nault et al. (2018) presentan, en el contexto
del MC, una ecuacidn vélida para modelar distintas condiciones
de borde que mantienen la continuidad de los caudales a nivel
nodal y la unicidad de la cota piezométrica en cada nudo. En una
red con nudos simples, estanques y valvulas, las siguientes
ecuaciones pueden ser aplicadas para calcular H5*2¢ en los nudos

de borde (1y N + 1).

Nudo simple. Es aquel que conecta sélo tuberias, excluyendo
bombas, estanques, etcétera, es decir, sélo hay tubos que llegan
y otros que salen del nudo (Figura 3), ademds de consumos o
aportes conocidos (Q,,;)- Si no hay pérdida de carga en el nudo,
entonces la cota piezométrica puede ser representada por un

valor tnico H5*t, cuya forma es:

H}€+At =Cc— B " Qext (21)

Qext

~

Figura 3 Esquema de un nudo simple (adaptado de Karney, 1984).

Con C. y B, constantes conocidas que dependen de valores
calculados en el paso de tiempo anterior.

Estanque lineal. En este caso se plantea una ecuacion similar a la
del nudo simple (Figura 4):

C.—Hy,—B,"0Q
HEW = C = B+ | = (22)
c 0

Donde H,, = cota piezométrica del estanque, B, = At/2A, con A,
= seccion transversal del estanque y Q, = consumo nodal del paso
de tiempo anterior. Se verifica que la ecuacién (22) es general,
porque cuando A, — o B, = 0, con lo cual se obtiene H5At =
H,, que corresponde a la presion en el estanque de cota o nivel

constante.
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Oext
/
/7 \\
7 \

Figura 4 Esquema de un estanque lineal (adaptado de Karney, 1984).

Valvula de cierre gradual. En este caso se considera un elemento
con dos nudos (Figura 5), donde:

HEA =C,—B, s t-E;- [s(HS — H,) (23)

1 2
"{TJ} Ot é} Qexfg,}

Figura 5 Esquema de la valvula (adaptado de Karney, 1984).

Con s = signo del caudal externo; T y E,; = pardmetros asociados a
la valvula, H} = cota piezométrica en el nudo P en el tiempo t y
H,, = cota piezométrica conocida cuando la valvula descarga a la
atmoésfera o cuando existe un orificio a la entrada de un estanque
de cota constante. Las ecuaciones (21), (22) y (23) permiten que
una red compleja, compuesta por nudos simples, estanques y
vdlvulas, pueda ser desacoplada o desarticulada en cada nudo de
borde, siempre y cuando se agregue como condicién de borde
una ecuacién de compatibilidad (las ecuaciones 21, 22 o 23,
dependiendo del caso) que restituya la continuidad de caudales y
la unicidad de la cota piezométrica (Salgado, 1992; Twyman et al.,
1997; Twyman, 2016a). Esta propiedad, que sera utilizada en
todos los esquemas numéricos presentados en este trabajo,
permite simplificar notablemente el tratamiento de los nudos de
borde en redes con conectividad compleja, aunque también
permite resolver la red tuberia-a-tuberia, quedando estas
susceptibles de ser resueltas mediante distintos métodos
numéricos (Salgado et al., 1993b; Twyman et al., 1997). En este
caso se adopta al MC como esquema de solucidn de los nudos de
borde debido a que corresponde al camino mdas facil de
implementar, tal como ha sido reportado por Chaudhry (1979),
Karney (1984), Chaudhry y Hussaini (1985), Karney y Mclnnis
(1992), y Twyman (2017b).
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2.6  Solucion usando el MDFI

En el contexto del MDFI, es posible unir las ecuaciones de los
nudos de borde (21), (22) o (23) y las ecuaciones (11) y (12),
correspondientes a cada sub-tramo de la tuberia, en forma
matricial, tal como sigue:

A-y=b (24)
Donde y es un vector que incluye las variables Q¢ "2t y HI ™2, con
i=1,2,..,N+1,besunvector con los coeficientes ¢, y d, para
cada nudo interno y para las condiciones de borde impuestas en
los nudos de borde aguas arriba y aguas abajo de la tuberia, y A
es una matriz que incluye los coeficientes d, d,, ds, ¢y, ¢, ¥y C3.
La matriz A puede resolverse en forma rapida y eficiente
mediante el algoritmo de barrido doble, conocido también como
algoritmo de Thomas (Twyman, 2017a). Para efectos ilustrativos,
se considerarad un sistema compuesto por un estanque de cota
constante (aguas arriba), una tuberia y una valvula de cierre
instantdneo (aguas abajo) — ver Figura 6. La tuberia serd dividida
en 5 sub-tramos (N = 5), de forma que haya N + 1 (= 6) nudos y
12 incégnitas. Por tanto, la obtencién de una solucidn Unica
pasara por resolver un sistema compuesto por 12 ecuaciones
(Figura 7). Diez de esas ecuaciones seran obtenidas a partir de las
ecuaciones (11) y (12) aplicadas en los sub-tramos 1 al 5. Una
ecuacion adicional saldra de la condicidon de borde aguas arriba
correspondiente al estanque de cota constante (Ecuacién 22)
ubicada en el nudo de borde 1, donde Hf*At = HEAE, con HEHA
= altura de la superficie de agua del estanque. La segunda
ecuacion adicional sale de especificar que en el nudo de borde
aguas abajo H{PAt = C, = HEYRE, con HEFAE = cota piezométrica
correspondiente a la valvula de cierre instantdneo; es decir, con T
=0 al inicio del transitorio (Ecuacion 23). En caso de suponer que
la valvula tiene un cierre gradual, entonces se deben especificar
los parametros incluidos en la Ecuacidn (23). Las ecuaciones
algebraicas resultantes son mostradas en la Figura 7, donde los
coeficientes d,, d,, ds, d,, ¢4, C5, €3 Y c4 pueden variar de un sub-
tramo a otro.

Estanque

Valvula

Figura 6 Esquema de la red ejemplo.
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01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 07([Q7™ rHi
dy dy —dz d&3 0 0 0 0 0 0 0 0 |Hh —d,
- ¢ ¢ ¢ 0 0 0 0 0 0 0 0]]Q —Cy
0 0 d d, —ds dg 0 0 0 0 o0 of|lH —d,
0 0 —-¢ ¢ ¢ ¢ 0 0 0 0 0 o0f]Q —Cy
0 0 0 0 d d, —dsg dg 0 0 0 O0f[H —d,
0 0 0 0 —¢ ¢ ¢ ¢ 0 0 0 O . Q4 - —Cy
0 0 0 0 0 0 d d, —d3 d3 0 o0f[H, —d,
0 0 0 0 0 0 —¢ ¢ ¢ ¢ 0 off0@s —Cy
0O 0 0 O O O 0 0 d d, —d; ds| |Hs —d,
0 0 0 0 0 0 0 0 —¢ ¢ ¢ c3||@ —C4
0o 0 o0 0 o 0 0o o0 0o o0 o 1!lH HEA

Figura 7 Sistema de ecuaciones del MDFI en forma de banda para una
tuberia con N = 5 sub-tramos. Se incluyen dos ecuaciones
correspondientes a las condiciones de borde (aguas arriba y aguas abajo)
de la tuberia.

2.7  Solucion utilizando una malla x — t no uniforme

La transformacién del dominio x —t a un conjunto de lineas
caracteristicas resulta problematico cuando el MC debe usar una
malla x — t uniforme vy fija para resolver el flujo transitorio en
redes compuestas por multiples tuberias. Estos problemas se
producen porque el MC de malla uniforme idealmente requiere
que todas las tuberias satisfagan exactamente la condicién de
Courant. Sin embargo, las tuberias generalmente tienen
diferentes velocidades de onda y longitudes, por lo tanto, dicha
condicion hace que sea extremadamente improbable contar con
un numero entero de sub-tramos (N) en todos los conductos
(Ghidaouiy Karney, 1994). Karney y Ghidaoui (1997) abordan esto
mediante  un  algoritmo  de  discretizacion  flexible
computacionalmente eficiente, que permite obtener soluciones
con buen nivel de concordancia con el resultado exacto. Samaniy
Khayatzadeh (2001) aplican un método de discretizacion flexible
para resolver el golpe de ariete, basado en discretizaciones con
sub-tramos de longitud desproporcionada que permitiria trabajar
con Courant distintos de 1 sin afectar significativamente los
resultados respecto de la solucién exacta. Sin embargo, una forma
de lidiar con lo anterior es mediante la aplicacién de un método
original basado en una combinacién entre el MC y un Elemento
de Reemplazo de Tuberias ERT, el cual sera denominado MCERT,
el cual serd descrito en una seccién posterior.

ERT. Este concepto supone que algunas tuberias pueden ser
sustituidas por aproximaciones basadas en diferencias finitas,
trabajando la tuberia reemplazada como si se tratara de una
condicidn de borde con dos nudos: i (aguas arriba) e i + 1 (aguas
abajo) — ver Figura 8. En este caso, las ecuaciones de la dindmica
y de continuidad pueden ser representadas segln las ecuaciones
del MDFI mostradas en secciones anteriores. Teniendo en cuenta
la Figura 8 es necesario considerar el conjunto de ecuaciones (11)
y (12), junto con las siguientes expresiones adicionales derivadas
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de la ecuacién (21), antes aplicadas a un nudo simple de la red,
ahora aplicadas al nudo izquierdo (i) y derecho (i + 1) de un ERT
(Twyman, 2004; 2017b):

HE3Y = Coy = Bewy Q™ (25)

HERAS = Cegivny + Beginn) Q(tl++A1t) (26)

+At At
Nodo d§ Q(l) Q(Hl) Nodo.de
bordei bordei+1

f,a

Lp

Figura 8 Esquema de un ERT

“_u

En la ecuacién (25) se considera el signo en la expresion de
lado derecho cuando el consumo nodal sale del nudo ubicado
aguas arriba hacia el ERT; en la ecuacién (26) el signo es “+”
porque el consumo nodal estd entrando en el nudo ubicado aguas
abajo del ERT. Reemplazando las ecuaciones (25) y (26) en las
ecuaciones (11) y (12), simplificando y resolviendo el sistema de
ecuaciones, se obtiene (Twyman, 2004; 2017b):

QLat — E,E, — E;E; 27)
© 7 E,E, — E,Es
Es — E, Q™
QA = —5 (28)

Siendo E;, E,, E5, etcétera constantes conocidas que dependen
de las caracteristicas fisicas de la tuberia y de valores de Q y
H determinados en el paso de tiempo anterior. Finalmente,
conocidos Q" y Q) es posible obtener los valores de las
presiones en el paso de tiempo At aplicando las ecuaciones (27)
y (28) en (25) y (26). El ERT puede ser usado como una
herramienta para mejorar el desempefio del MC cuando es

aplicado a un sub-tramo central.

MCERT. La forma y secuencia de aplicacién del algoritmo en cada
At es mostrada en las Figuras 9 y 10. El ERT se ubicara entre los
nudos i e i + 1, los cuales pueden ser determinados usando la
expresion (Twyman, 2004; 2017b): i = int(N/2) + 1. El término
int denota valor entero. El algoritmo funciona en tramos con N
par o impar. Una particularidad del algoritmo mostrado en la
Figura 10 es que permite discriminar cada tramo en funcién del
C, que tenga asignado, aplicando el MC o el MCERT dependiendo
de si el valor de C, es igual (o cercano) a 1,0; o menor que 1,0;
respectivamente, permitiendo resolver el problema en forma mas
eficiente desde un punto de vista numérico. EIl MCERT tiene dos
ventajas relevantes: no necesita interpolar ni ajustar la magnitud
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de a para mantener su estabilidad cuando C, < 1,0; y es
totalmente explicito.

@ O, H desconocidos
O 0, H conocidos

Tiempo ¢

Ly |
JEe27 p,
“Ec28
ERT :
@ @
Ax _L Ax* L Ax
1 1 1
Distancia x

Figura 9 Esquema del MCERT para una tuberia con C, < 1,0 y discretizada
con N sub-tramos.

Discretizar el tramo con N-1 sub—tramos
con Ax = a - At. Dejar sub—tramo central
remanente con Ax* =Lp — (N-1) - Ax

Computar Hp en cada
nodo de borde (1 'y
N+1)usando la
ecuacion21,22 023

Resolvernodos i e i
+ 1 aplicando
ecuaciones 25y 26

aplicando ecuaciones 5 a 8 con
C=1

Calcular Hp y Op aplicando
ecuaciones 9y 10

Calcular H, O;, Hp y Og ]

Calcular H, Oy, Hpy O
aplicando ecuaciones 5 a 8

i

Figura 10 Flujo del esquema de solucién que incorpora al MCERT.

Entre sus desventajas destacan: dada la forma como discretiza las
tuberias, necesariamente debe trabajar en tramos con un N
minimo = 3; el sub-tramo central (ERT), al ser derivado desde un
esquema de 2do. orden (MDFI), puede generar oscilaciones
espurias al modelar transitorios rapidos.

3. Resultados
3.1  Ejemplo de aplicacion 1
Se considera una red simple (Figura 11a) compuesta por un

estanque (D1) de gran didametro ubicado en el extremo aguas
arriba del sistema (H, = 100 m), tres tuberias (T1, T2 y T3)

Andlisis del flujo transitorio usando esquemas numéricos explicitos e
implicitos en una malla espacio-tiempo no uniforme, Twyman 18-29

conectadas en serie de material acero (T1y T3) y PVC rigido (T2),
y una valvula de regulacién (Rgl) ubicada en el extremo aguas
abajo, con tiempo de cierre de 1 s (Figura 11b). El caudal inicial es
Qo = 134,76 (L/s). Todos los nudos tienen cota Z = 0 (m). Las
longitudes de T1, T2 y T3 son 3.500, 500 y 4.000 (m),
respectivamente, y sus didmetros internos corresponden a D;,,; =
500 (mm). La velocidad de onda de T1 y T3 es igual a 1.002,1
(m/s), y la de T2 es igual a 163,9 (m/s). En este caso, la solucién
transitoria segin el MC serd obtenida aplicando el software
comercial Allievi (mas detalles en www.allievi.net).

D1

T1 T2 T3 Rgl
° o—e o-&

N1 N2 N3 N4

Figura 11a Esquema de la red ejemplo 1 (sin escala).

100
80
60
40
20

0 T T T T T T T T T 1
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Tiempo (s)

Apertura 7 (%)

=4
(=]

Figura 11b Curva de cierre de la valvula (Rgl) en funcién del tiempo.

Discretizacion de la red 1 usando el MC. La red serd discretizada
de forma de evitar un ajuste en el valor original de a superior a
+0,5% en orden a conseguir que C, = 1,0 en todas las tuberias.
Esto se consigue iterando el valor de At y analizando lo que
sucede en cada caso, donde para cada situacién se propone un
valor alternativo para a o una indicacidn sobre la longitud que
debiera adoptar el tramo que estd dificultando la discretizacion
de la red. Después de un proceso de prueba y error, se consigue
un C, = 1,0 para cada tuberia del sistema con At = 0,05 (s) y N
igual a 70, 61y 80 para T1, T2 y T3, respectivamente.

Solucién transitoria. Se verifica el desempefio numérico de MDFI
y MCERT considerando una discretizacidn distinta a la establecida
por el MC, con N =5, 5y 6 para T1, T2 y T3, respectivamente,
dejando inalterados los valores originales de a. Dado lo anterior,
el paso de tiempo At queda igual a 0,61012813 (s). El METODO |
trabaja considerando Ax = a - At para los sub-tramos adyacentes
a los nudos de borde 1y N + 1 de cada tuberia (quedando Ax =
611,41 m para T1 y T3, y Ax = 100,00 m para T2), y Ax =
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(Lp —2-a-At)/(N — 2) para los sub-tramos restantes internos
(Ax"=759,06 m para T1, Ax' =100,00 m para T2 y Ax = 694,29 m
para T3). Esto permite al método | calcular Q y H en los nudos de
borde mediante el MC sin necesidad de aplicar interpolaciones.
En este caso el MDFI resuelve un sistema de ecuaciones de
tamafio 2(N + 1) por cada tramo y en cada At. Dicho sistema es
construido tomando en cuenta los nudos de borde de cada tramo
(ecuaciones 21, 22 o 23, segln sea el caso), junto con las
ecuaciones (11) y (12), validas para resolver los nudos internos
pertenecientes a cada sub-tramo de cada tuberia. Esto se aplica
independientemente del valor que tenga C, en cada tramo. En el
METODO Il se aplica un procedimiento de discretizacién diferente
dependiendo del nimero de Courant asignado a la tuberia. Si el
tramo tiene un C, = 1,0, se aplica el MC con la tuberia discretizada
con Ax = Lp/N, con lo cual en T2 se tendria Ax = 100 (m). En
cambio, si la tuberia tiene un C,. < 1,0 entonces se re-discretiza el
tramo definiendo (N — 1) sub-tramos con Ax = a - At, dejando el
sub-tramo remanente con Ax* =L, — (N — 1) - Ax.

En este caso, al calcular los valores en T1 y T3 se obtiene: Ax =
611,41 (m), con Ax™ = 1.054,36 m (T1) y Ax* =942,95 m (T3). Los
nudos pertenecientes a los sub-tramos con Ax se resuelven via el
MC, y los nudos pertenecientes al sub-tramo remanente con Ax*
se resuelven via el ERT. Las Figuras 12a y 12b muestran un
comparativo de la presién en funcién del tiempo en N4 segiin MC
y los métodos | y II.

240
210
180
150
120
90
60
30
0

MC Método 1

Presion (m)

Tiempo (s)

Figura 12a Curva de presion en funcidn del tiempo en N4 cuando la red
es resuelta mediante el MCy el método I.
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240
210
180
150
120
90
60
30

Meétodo 11

Presion (m)

0 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90
Tiempo (s)

Figura 12b Curva de presion en funcién del tiempo en N4 cuando la red
es resuelta mediante el MCy el método II.

La Tabla 1 muestra un comparativo de las presiones extremas
calculadas por el MC y los métodos | y Il. La Tabla 2 muestra el
tiempo de ejecucién gastado por cada método para llegar a la
solucién cuando el tiempo maximo de simulacién (T,,4,) es igual
a 90 (s). Los esquemas fueron corridos en un PC estandar de 64
bits con velocidad de procesamiento de 1,40 (GHz).

Tabla 1 Comparacion de presiones extremas entre MCy los métodos | y
1.

Método Error (m)

Presion
extrema MC | 1 I I

Maxima (m) +207,4 +207,1 +206,5 -0,3 -0,9
Minima (m) +6,6 +7,7 +8,2 +1,1 +1,6

Tabla 2 Tiempos de ejecucién del MCy de los métodos | y II.

Método Tiempo de Ejecucion (s)
MC 14,0
| 1,6
Il 0,3

A partir de las Figuras 12a y 12b, y de las Tablas 1y 2, se verifica
que los métodos | y Il registran un buen desempefio numérico al
comparar la forma de las curvas de presién en funcién del tiempo
y las presiones extremas, siendo ademdas mucho mas rapidos que
el MC, con el mérito adicional de funcionar de manera estable y
relativamente precisa con valores de N significativamente
menores, lo cual les permite trabajar con At mayores y lo mas
importante: sin necesidad de modificar los valores de a o L
originalmente establecidos. El mérito del método Il es que se trata
de un esquema 100% explicito.
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3.2  Ejemplo de aplicacion 2

Se considera la red de la Figura 13a, compuesta por un estanque
(D1) de gran didmetro ubicado en el extremo aguas arriba del
sistema, con cota inicial del agua H = 70 (m), 26 tuberias (T1, T2,
etcétera) interconectadas (Tabla 3) y una valvula de regulacion
(Rgl) ubicada en el extremo aguas abajo de la tuberia T26, con un
tiempo de cierre de 6,0 s (Figura 13b).

N10

TI <
14 TI5
NI1
g T16
N2 T N14
N4l qs  TI2 N9 18
NS T23
T RS T13 T17
T6 Rl
N3 NIS  N20 N18 N19 521
T3 N6 | 7 TI1 N2 T19 T24 T25 T26
! T21
N7 T10
T8 N16
T22
N8 9 N13 120 N17

Figura 13a. Esquema de la red ejemplo 2 (sin escala).

100 -
80 1
60 -
40 -
20 -
o+ >~
0,0 2,0 40 6,0

Tiempo (s)

Apertura 7 (%)

Figura 13b. Curva de cierre de la valvula (Rgl) en funcién del tiempo.
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T11 150 200 0,019 1.005,80
T12 150 200 0,019 914,40
T13 150 200 0,022 1.005,80
T14 250 200 0,020 975,40
T15 80 200 0,020 1.005,80
T16 120 200 0,020 1.005,80
T17 150 200 0,023 1.005,80
T18 150 200 0,019 1.143,00
T19 150 200 0,019 1.005,80
T20 150 200 0,020 1.219,20
T21 150 200 0,020 1.005,80
T22 80 200 0,020 1.005,80
T23 250 200 0,018 914,40
T24 50 200 0,018 1.005,80
T25 150 200 0,018 1.005,80
T26 450 200 0,018 975,40

Todos los nudos tienen cota Z =0 (m). Tjy,4, = 60 (S).

Discretizacion de la red 2 usando el MC. La red serd discretizada
de forma de evitar un ajuste en el valor original de a, superior a
+15% en orden a conseguir que C, = 1,0 en todas las tuberias, con
lo cual se obtiene At = 0,02186653 (s) y N segln la Tabla 4. La
Unica excepcidn la constituye la tuberia 7 donde la variacién de a,
(nuevo valor ajustado) fue de —43%, situacién que no debiera
representar un problema significativo en la calidad de los
resultados. El resultado arrojado por el MC mediante esta
discretizacion serd considerado exacto para efectos de
comparacion con otros esquemas numéricos.

Tabla 3 Datos de las tuberias (acero) de la red ejemplo 2.

Tabla 4 N y Courant segiin MC y métodos | y Il (ejemplo 2).

Tuberia L Dine f %o
(m) (mm) (Darcy) (m/s)
T1 150 200 0,018 1.005,84
T2 150 200 0,019 1.143,00
T3 150 200 0,019 1.219,20
T4 150 200 0,018 914,40
T5 25 200 0,022 1.143,00
T6 125 200 0,022 975,40
T7 30 200 0,020 957,10
T8 200 200 0,020 914,40
T9 150 200 0,020 1.005,80
T10 230 200 0,027 1.005,80

, N a, , N Courant | Courant
Tuberia . (m/s) Métodos Método | Método
(M| I 1l

T1 7 977 3 0,57 0,57
T2 6 1.142 3 0,77 0,77
T3 6 1.142 3 0,91 0,97
T4 7 978 4 0,94 0,97
T5 1 1.143 1 1,82 1,82
T6 6 953 3 0,82 0,82
17 1 1.371 1 1,27 1,27
T8 10 914 5 0,86 0,67
T9 7 979 3 0,57 0,57

Revista Cientifico Tecnoldgica Departamento Ingenieria de Obras Civiles RIOC Vol 9, No 1/2019 ISSN 0719-0514 26




UNIVERSIDAD

DE LA FRONTERA

Departamento de

Ingenieria de Obras Civiles
>~ Facultad de Ingenieria

& Ciencias REVISTA INGENIERIA DE OBRAS CIVILES

T10 10 1.052 5 0,80 0,57
T11 7 979 3 0,57 0,57
T12 7 979 4 0,94 0,97
T13 7 980 3 0,57 0,57
T14 12 952 6 0,90 0,69
T15 1 914 1 0,50 0,50
T16 5 1.097 3 1,00 1,00
T17 7 980 3 0,57 0,57
T18 6 1.142 3 0,77 0,77
T19 7 979 3 0,57 0,57
T20 6 1.143 3 0,91 0,97
T21 7 979 3 0,57 0,57
T22 1 914 1 0,50 0,50
T23 12 951 6 0,82 0,53
T24 1 1.142 1 0,80 0,80
T25 7 978 3 0,57 0,57
T26 21 977 11 0,94 0,64
Total 175 - 88 - -

Solucién transitoria. Se verifica el desempefio numérico de los
métodos | y Il considerando una discretizacidon distinta a la
aplicada para MC, aunque sin alterar los valores originales de a.
Por ejemplo, segin los METODOS I y Il con At = 0,04 (s) para
ambos esquemas, se tienen los valores de N y Courant segun lo
mostrado en la Tabla 4. Las Figuras 14a y 14b muestran un
comparativo de la presion en funcidn del tiempo en N19 segun el
MCy los métodos | y Il. La Tabla 5 muestra un comparativo de las
presiones extremas calculadas por el MC y los métodos | y II. La
Tabla 6 muestra el tiempo de ejecucidn gastado por cada método.

Tabla 5 Comparacion de presiones extremas entre MCy los métodos | y
1.

Método Error (m)

Presion
extrema MC I I [ I

Maxima (m) +159,9 +159,6 +159,9 -0,3 0,0

Minima (m) -6,3 -5,7 -5,0 +0,6 +1,3

Tabla 6 Tiempos de ejecucién del MCy de los métodos | y II.

Método Tiempo de ejecucion (s)
MC 2.053
| 2.084
Il 881
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Figura 14a Curva de presion en funcién del tiempo en N19 cuando la red
es resuelta usando el MCy el método I.
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Figura 14b Curva de presién en funcion del tiempo en N19 cuando la red
es resuelta usando el MCy el método II.

A partir de las Figuras 14a y 14b, y Tablas 5 y 6, se verifica que los
métodos | y Il registran un buen desempefio numérico, con
errores en las presiones extremas maximas y minimas que oscilan
entre 0y +1,3 (m). Ademads, segun la Tabla 6, queda de manifiesto
gue el método Il es el mas rapido de todos, mostrando un buen
nivel de precisién respecto de las expresiones extremas al
compararlas con las entregadas por el MC (exacto). Por otro lado,
el MCy el método | muestran un tiempo de ejecucién muy similar,
lo cual significa que la red propuesta puede ser resuelta
indistintamente por cualquiera de ambos métodos, siendo la
ventaja del método | que utiliza casi un 50% menos memoria
computacional (N) en comparacién al MC (Tabla 4). Ademas, el
desempefio del método I, comparable al mostrado por MC, se
justifica toda vez que fue aplicado reemplazando los tramos
relativamente cortos (T5, T7, T15, T22 y T24) por elementos de

Revista Cientifico Tecnoldgica Departamento Ingenieria de Obras Civiles RIOC Vol 9, No 1/2019 ISSN 0719-0514 27



UNIVERSIDAD

,  DELAFRONTERA

/ Departamento de

v, Ingenieria de Obras Civiles
Facultad de Ingenieria

& Ciencias REVISTA INGENIERIA DE OBRAS CIVILES

reemplazo de tuberias (Twyman, 2018), lo que permite acceder a
mayores At con menor cantidad de N total. Al igual que en el
ejemplo anterior, los métodos fueron corridos en un PC estandar
de 64 bits con una velocidad de procesamiento de 1,40 (GHz).

4. Discusion

La mayoria de los programas de golpe de ariete basados en el MC
y que trabajan con una malla espacio-tiempo con intervalo de
tiempo pre-especificado imponen la condicidn de Courant en
todos los tramos del sistema, esto para garantizar la estabilidad y
exactitud de la soluciéon en términos numéricos y evitar la
utilizacion de interpolaciones numéricas que podrian degradar la
solucion. En la practica esto significa que cada tramo debe cumplir
con la relacién a-At = Ax = Lp/N. En general, las redes se
componen de tuberias con distinto Ly y/o a, por lo que una vez
definido el At comun para todo el sistema, la férmula usual para
cumplir con Courant consiste en ajustar el valor de a hasta en
+15% en cada tramo que lo necesite. En este caso, se establecié
un porcentaje maximo de variacion razonable para a, que en los
ejemplos analizados fueron +0,5% (ejemplo 1) y £15,0% (ejemplo
2). Para el ejemplo 1, esto significéd adoptar un At = 0,05 (s), y un
N total igual a 211. Para el ejemplo 2, At = 0,02186653 (s) y N
total = 175. Esto permitié establecer condiciones necesarias para
hacer una comparacién entre el MCy los métodos | (implicito) y II
(explicito), tomando en cuenta que estos dos uUltimos esquemas
no necesitan modificar ninglin dato inicial para mantener sus
propiedades de estabilidad y precisién numérica. Los métodos | y
Il trabajan con un algoritmo de discretizacion flexible que se
adapta a las condiciones fisicas de cada sistema, por lo que no
requieren adoptar una discretizacidn igual a la necesitada por el
MC como paso previo para resolver un problema. Esto constituye
una ventaja evidente toda vez que les permite trabajar con At
mayores, N menores y con C,, # 1,0 sin que sus propiedades
numéricas sean afectadas significativamente. Para efectos
practicos, en ambos ejemplos analizados se supuso que el
resultado entregado por el MC con C, = 1,0 correspondia al valor
exacto, esto para disponer de valores de referencia sobre los
cuales calcular un error relativo. La aplicacién de las ecuaciones
(21), (22) y (23) disefiadas para el tratamiento simple de las
condiciones de borde insertas en redes complejas permite
desacoplar la red en sus diferentes tuberias, permitiendo la
solucion de los nudos internos mediante distintos esquemas
numeéricos, como el MDFI o el MCERT, los cuales registran un
mejor desempefio numérico en redes donde C,. es distinto de 1,0.
En el caso del MDFI se consigue ademas trabajar con sistemas de
ecuaciones (uno por tramo) de tamafio proporcional a la cantidad
de sub-tramos de cada tuberia. Esto hace que el tamafio maximo
del sistema de ecuaciones sea igual a 14X14 y 24X24 para los
ejemplos 1y 2, tamafios impuestos por T3 (ejemplo 1) y por T26
(ejemplo 2), respectivamente. Esto constituye una alternativa
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mas eficiente respecto de otra metodologia similar propuesta por
Chaudhry (1982), la cual trabaja construyendo y resolviendo un
gran sistema de ecuaciones representativa de toda la red, cuyo
tamafio minimo seria de 38X38 en el ejemplo 1 y de al menos
71X71 en el ejemplo 2, con todas las implicancias en términos de
uso de recursos computacionales. En el ejemplo 1 el método |
registra dos picos de presion espuriosent =7,3(s)yt = 13,4 (s)
iguales a 181,8 (m) y 58,7 (m), respectivamente, los cuales pueden
ser atenuados modificando levemente los valores de los factores
de ponderacién del MDFI.

5. Conclusiones

Se concluye que los métodos I (implicito) y Il (explicito) permiten
conocer el comportamiento transitorio de una red en forma
estable y precisa sin necesidad de cumplir rigurosamente con el
criterio de Courant en todo el sistema, lo cual a su vez evita
incurrir en un gasto significativo de recursos computacionales,
especialmente cuando el sistema se compone de tuberias con
distintas caracteristicas (longitudes, velocidades de onda,
etcétera). La modelacion de los tramos cortos mediante
elementos de reemplazo de tuberias permite readecuar la
discretizacion de la red de forma de conseguir un menor efecto
de ralentizacién del programa computacional debido a la
magnitud de At, ya que de lo contrario la modelacion transitoria
dependeria siempre de la longitud que tengan los tramos
excesivamente cortos, afectando con ello la memoria y tiempo de
ejecucion.
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